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1 Grundlagen

1.1 Logische Grundgesetze
Doppelte Negation x = —(—x)
Kommutativgesetze TANYy=yANzx
tVy=yVuxo
Assoziativgesetz sA(YyNz)=(xAy) Az
xV(yvz)=(xVy)Vz
Distributivgesetze e A(yVz)=(xAy)V(zAz)
xV(yAz)=(xVy) A(zVz)
Idempotenz TNx==x
rVr=ux
Tautologie zV-r=1
Kontradiktion Az =0
Absorption zA(xVy) =x
zV(xAy)=x
Neutralitét (xA-z)Vy=y
(zV-z)Ahy=y
Negation z Az =0
zV-z=1
De Morgan —(zAy)=—xV -y
~(@Vy) =z Ay
Operationen mit 0 und 1
0Nz =0 lvae=1
INz==2 OVz==z
-0=1 -1=0

1.2 Schlussregeln

Modus Ponens a=bNa=Db

Modus Tollens a=b)A-b= —a

Hypothetischer Syllogismus | (a = b) A (b= ¢) = (a = ¢)

(
(
(
(

Disjunktiver Syllogismus aVb)A—-a=1Db

1.4 Implikation

(a=b)=-aVb
(a=b) = (b= —a)
(a = b) = —(a A-b)

1.3 Quantoren

Jxp = ~(Vz—p)
—Jap = (Vz—p)

Vap = ~(3z-p)
~Vap = (3z-p)

1.5 Operatorenprizedenz

Von stark bindend zu schwach bindend:
Negation =, {Konjunktion N, Disjunktion U}, {Implikation —,
Aquivalenz <}

2 Mengen

Teilmenge: Eine Menge A heisst Teilmenge einer Menge B, wenn
jedes Element von A auch in B enthalten ist. A C B :& Va(x €
A — x € B)

Schnittmenge: Die Menge aller Elemente, die sowohl in A als
auch in B enthalten sind. AN B := {z|(x € A) A (x € B)}
Vereinigung: Menge aller Elemente, die in A oder in B enthalten
sind. AUB :={z|(z € A) V (z € B)}

Komplement: Menge aller Elemente, die nicht in A enthalten
sind. A = {z|r ¢ A}

Differenz: Menge aller Elemente, die in A, jedoch nicht in B
enthalten sind. A\B = {z|(z € A) A (z ¢ B)}

Symmetrische Differenz: Menge aller Elemente, die entweder

A oder in B, nicht jedoch in beiden enthalten sind. AAB :=
(A\B) U (B\A) = (AU B)\(AN B)

Potenzmenge: Die Potenzmenge P(A) von A ist die Menge aller
Teilmengen von A. Sie enthlt 2™ Elemente (jedes Element kann
enthalten sein oder nicht).

Beispiel: Potenzmenge von A = {1,2,3}

IP(A) - {{Q)}v {1}7 {2}7 {3}3 {13 2}v {L S}v {23 3}7 {17 2, 3}}

2.1 Paare

Menge: {a,b} = {b,a}
Geordnetes Paar: (a,b) # (b,a)

2.2 Vollsténdige Induktion

Annahme, Verankerung (n=0), Induktionsschritt (n — n+1)

3 Aussagenlogik

3.1 Syntax der Aussagenlogik

Eine atomare Formel hat die Form A; mit ¢ = 1,2,3.... For-
meln werden folgendermassen definiert:

1. Alle atomaren Formeln sind Formeln.
2. Fir alle Formeln F und G sind (FAG) und (F'VG) Formeln.

3. Fiir jede Formel F ist —F' eine Formel.

Beispiel: Formeln
(AA BV Q) ist falsch, da Prézedenz nicht definiert ist.
(((AA B) V Q) ist korrekt

3.2 Semantik der Aussagenlogik

Konjunktion Negation Disjunktion
All 0 - vi|il 0
11 0 1[0 111
00 0 01 01 0
Implikation Aquivalenz

— |11 0 — (1 0

1|1 0 11 0

011 00 1

3.3 Begriffe

Tautologie: Eine Formel ist allgemeingiiltig, wenn sie im-
mer wahr ist, unabhéngig von der Belegung der Aussagevariablen.

Erfiilllbar: Eine Formel ist erfiillbar, wenn es moglich ist,
sie wahr zu machen.

unerfiillbar: Es existiert keine erfiillende Belegung.

3.4 Negationsnormalform (NNF)

1. Aquivalenzen entfernen
peqg=(—q) A(g—p)

2. Implikationen entfernen
p—q="DpAgq
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3. Negation in Formel hineinziehen — De Morgan

Beispiel: NNF

3.5 Konjunktive Normalform (KNF)

1. Formel in Negationsnormal umformen

2. Distributivgesetze pV (¢gA7r) = (pVg) A(pVT)
(gAr)Vp=(qVp)A(rVp)

3. Vereinfachungen

Die KNF lIsst sich aus den Oen der Wertetabelle herauslesen.
Beispiel:

A|B|F

11110

110]|1]| KNF: (mAV-B)A(AV B)

011

01010

Beispiel: KNF

(-pVgVr)A(V-gV-r)A(pVqgVr)

3.6 Disjunktive Normalform (DNF)

1. Formel in die negationsnormalform umformen

2. Distributivgesetze (pV¢) Ar=(pAr)V(gAT)
rA(pVg)=(rAp)V(rnAg)

3. Vereinfachungen

A|B|F

11110

1|/0]| 1| DNF:(AA—-B)V(-AAB)

01111

01010

Beispiel: DNF
(PAGAT)V (DAGAGA—T). ..

3.7 Modell

Sei F eine Formel und A eine Belegung. A ist ein Modell fiir F,
falls A(F') = 1. Man schreibt:

AEF

G ist eine semantische Folgerung von Fy, Fy, ..., F} falls gilt:
Wenn A Modell von {Fy, Fy, ..., Fy}ist (dh. Fy =... = F, = 1),
dann ist A auch Modell von G. Man schreibt:

P\, Fs,...,F, G
1. G ist eine Folgerung von Fi,..., F}
2. ((AF_}) — Q) ist eine Tautologie
3. ((AE_,F;) A —=G) ist unerfiillbar
Beispiel: Modell
F=(pAq) = (-r)
A(p) =1,A(q) = 1,A(r) = 0 ist ein Modell fur F

4 Resolution

Literal L: Aussagevariable p oder deren Negation —p. p heisst
positives Literal, —p heisst negatives Literal.

Klausel C: Endliche Menge von Literalen {Li,Lo,...,L,}.
Eine Klausel C entspricht einer Disjunktion: L1V Lo V...V L,
Beispiel: Klausel {p,—~q,r,—p} =pV gV rV-p

Klauselmenge S: (Evtl. unendliche) Menge von Klauseln. Eine
Klauselmenge S entspricht einer Konjunktiven Normalform:
{01,02,...,Cn} =CiNCoN...NCy,
Beispiel: {{p, ¢}, {7, s},{-p,~s}} = V@A (=rVs)A(=pV-s)
4.1 Vorgehen

R= (K —{L})U(K:—{-L})

1. Wahle ein Literal L, so dass L in C positiv und in D negativ
vorkommt

2. Streiche L in C und =L in D
3. Vereinige C und D

Beispiel: {p,q,r} und {-p, s} Resolvente: {q,r, s}

Resolvente:
Res(S) = SU{R|R ist Resolvente zweier Klauseln in S}

4.2 Resolutionsbeweis

Das Ziel der Resolution ist es, aus einer Klauselmenge S die
leere Klausel O herzuleiten. Gelingt dies, ist bewiesen, dass S
unerfiillbar ist.

Was lisst sich mit einem Resolutionsbeweis zeigen?
1. Eine Klauselmenge S ist unerfiillbar

2. Eine Klauselmenge ist eine Tautologie:
S ist eine Tautologie <> =S ist unerfiillbar

3. Eine Klausel C ist eine semantische Folgerung aus einer Klau-
selmenge S, d.h. S | C g.d.w. SU{-C} unerfiillbar ist

4.3 Hornformeln

Fine Formel ist eine Hornformel, falls F in KNF ist und jedes
Disjunktionsglied in F hochstens ein positives Literal enthélt.

Es gibt 3 Typen von Klauseln:
{A},{-A1,...,—A,, B}, {-A,...,0A,}
Beispiel: F' = (AV-B)A(=CV—-AVD)A(=AV-=B)A(D)A(-E)

Resolution ist mit Hornformeln viel effizienter!

4.4 Markierungsalgorithmus

Klauseln einer Hornformel kénnen auch als Implikation geschrie-
ben werden.

F=(AV-B)A(—-CV-AVD)A(=mAV-B)A(D)A(—E)
!
F=B-AOAN{(CNA) —-D)AN(AAB) = 0)A(1—
D)A(E —0)



Boris Bluntschli — Logik Zusammenfassung WS06,/07

Seite 3

Algorithmus

Eingabe: Hornformel F' (mit Implikationen)

1. Markiere alle Vorkommen einer atomaren Formel A in F,
falls es in F eine Teilformel der Form (1 — A) gibt.

2. while es gibt in F eine Teilformel G der Form ((A; A ... A
An) — B) oder ((A1 A...ANA,) — 0),n > 1, wobei
Aq,..., A, schon markiert sind (und B noch nicht markiert
ist).
do
if G hat die erste Form
markiere alle Vorkommen von B in F
else
Formel ist unerfiillbar
end

3. Formel ist erfiillbar. Erfiillbare Belegung durch Markierung
ersichtlich.

Beispiel:
Fakten: F
Regeln: C - D, DNC —- A BANE—-C,E— B

Query: nimmt A teil? {-A}

Klauseln: {E}, {-C,-D, A}, {—-B,—-E,C},{—~F, B}, {-A}

Markierungsalgorithmus: Geburtstagsparty

E

C—D

DANC — A
ANE—C

F —

-A

4.5 SLD Resolution

e Lineare Resolution fiir Klauseln mit Selektionsregeln
e Wird zur Logikprogrammierung mit Prolog verwendet

e Man beginnt mit dem negierten Ziel und versucht die leere
Menge herzuleiten. Somit ist das Ziel in positiver Form aus
den gegebenen Klauseln herleitbar.

5 Natiirliches Schliessen

- Aus Annahmen will man Folgerungen schliessen

- Folgerungen sind Implikationen (|, =, —)

- Natiirliches Schliessen ist ein Beweis von Tautologien.

- Fiir den Beweis steht ein Set von Herleitungsschritten zur
Verfiigung

- F — G g.d.w. es einen Ableitungsbaum von F nach G gibt

Semantik Beweistheorie
Wahrheitstabellen | Beweise

Ay,..., A, EB Ay,...,A, - B

= A Tautologie F A Theorem
Junktorenvielfalt Resolution

AV, — Natiirliches Schliessen

Eine Schlussregel sieht folgendermassen aus:

7‘41']'3"4" (Name)

Aj... A, nennt man Primissen / Annahmen. B nennt man
Konklusion / Folgerung. Sind keine Préimissen vorhanden, so
redet man von einem Axiom.

Grundregeln
yvy:1 00 M el G0 A5 (ne) A (MP)
ﬁ(\/i) %(\/i) W(\/e)
158(e e 528 (e A=EERA(o) +(T)
(i) AR (me) 3(EFQ) av-a(TND)

Indirekter Beweis (IB) Weitere Regeln

[A] [—A4] Av B [A]l [B] [A]
i i ¢ ¢ B
-A A C A— B

Indirekter Beweis

Beispiel: ——A = A

L
A

6 Pradikatenlogik

6.1 Pradikate und Quantoren

Pradikatenlogik ist eine FErweiterung der Aussagenlogik mit
Quantoren (V,3), Funktionen und Pridikaten.

Universum Uy: beliebige, aber nicht leere Menge. Beispiel:
Uy =N

Interpretation I5: Ordnet jedem Pridikat P, Funktionssymbol
f und Variablen x der Formel eine Bedeutung zu. Beispiel:
Ipn(P) = P*» = {(m,n) | m,n € Uy und m < n}

Struktur: Universum und Interpretation. Beispiel: A = (Uy, I)
Variablen: bezeichnen beliebige Objekte des Universums.
Beispiel: x, y, z

Konstanten: bezeichnen feste Objekte des Universum. Beispiel:
Die Zahl 0

Funktionen: operieren auf dem Universum, bzw. liefert ein
Objekt aus diesem. Beispiel: add(x,y)

Gleichungen: s ~ t bedeutet, dass die Terme s und t denselben
Wert haben im Universum.
Pradikate: R(ty,to,...,t,) heisst,
auf tq1,...,¢, ozutrifft (liefert wahr
I4(Q) = {n € Up|n ist Primzahl}
Allquantor: Vz A ist wahr, falls A wahr ist fiir jedes x aus dem
Universum. Vz A ist falsch, wenn es ein Objekt gibt, so dass A
falsch ist.

Existenzquantor: dx A ist wahr, falls mindestens ein x existiert,
fiir das A wahr ist. dx A ist falsch, falls A falsch ist fiir alle x aus
dem Universum.

dass das Priadikat R
/ falsch). Beispiel:

6.2 Syntax der Pradikatenlogik

Term:
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1. Jede Variable ist ein Term

2. Ist f eine Funktion und t1, ..., t; Terme, dann ist f(¢1,...tx)
ein Term
Formel:
1. P ist ein Pridikat, ¢1,...,t; Terme, dann ist P(¢q,...,%)

eine Formel
2. Sind t1,ts Terme, dann ist (¢; = t2) eine Formel
3. F, G Formeln, dann sind (=F), (F A G), (F V G) Formeln

4. F Formel, x Variable, dann sind Vz(F) und Jz(F) Formeln

Begriff Namen Beispiel

Variablen T,Y, 2

Relationssymbole P,Q,R

Funktionssymbole f,g

Konstanten a,b,c

Terme T, 8,1 push(add(x2,1),x3)

Formeln A, B,C  Vx(Q(z) AN R(z) A —Jy(P(y)))
Menge von Formeln TI',®, ¥

Prizedenz

Quantoren binden stérker als aussagenlogische Operatoren:
Q(2) A R(z) = (30Q(x)) A R(x)

Eine Folge von gleichen Quantoren kann zusammengefasst
werden:

Vo, y, z(R(x,y, z)) steht fir YaVyVz(R(z,y, 2))

Syntaxbaum

Vz(Q(2, f(z,2)) A3 (Vy(P(z,y)) — 32(Q(y, f(2,7)))))

Freie Variablen sind rot markiert.

6.3 Semantik der Pradikatenlogik

Zwei Formel F und G sind semantisch dquivalent, falls jede zu F
passende Struktur auch zu G passt und umgekehrt. D.h. F |E G
und G = F

Beispiel: Semantische Aquivalenz: ~VzF = 3z—-F

Erfiillbarkeitséiquivalenz

Zwei Formeln F und G sind genau dann erfiillbarkeitsiquiva-
lent, wenn gilt:

F ist erfiillbar < G ist erfiillbar
oder umgekehrt:
F ist unerfiillbar < G ist unerfiillbar

Die beiden Formeln brauchen nicht dquivalent zu sein und brau-
chen auch nicht durch die selben Interpretationen erfiillt zu wer-
den. Es ist somit eine recht schwache Eigenschaft.

6.4 Freie und gebundene Variablen

Freie Variable: Ein Vorkommen einer Variable x in einer
Formel A heisst gebunden, falls es im Bereich eines Quantors
Jx oder Vx liegt, sonst heisst das Vorkommen frei.

Satz: Formel die keine freie Variable enthélt.

Umbenennung gebundener Variablen:

Formeln, die gleich sind bis auf die Namen der gebundenen Va-
riablen, werden identifiziert.

Beispiel: Umbenennung gebundener Variablen
Va(P(x) AQ(z)) = Vi(P(t) A Q(z))
Va(P(z) vV Qy)) # VE(P(t) V Q(2))

Mit Aé bezeichnet man die Formel, die man aus A erhilt, indem
man alle freien Vorkommen von x durch den Term t ersetzt.

e Es konnen nur freie Variablen ersetzt werden.

e Gebundene Variablen miissen umbenannt werden, falls es zu
einer Kollision kommt.

Beispiel: Freie Variablen ersetzen

A =VyIz(R(x, 2) AN Qy, 2))

Gesucht: A@

1. Gebundene Variablen umbenennen: A = Vt3z(R(xz, 2) AQ(t, z))
2. Freie Variablen ersetzen: A = Vt3z(R(f(y), z) A Q(t, 2))

6.5 Begriffe

Modell: Eine Struktur A ist Modell fiir F, falls A(F) =1
AEF

F ist giiltig, falls jede zu F passende Struktur ein Modell fiir F ist.

= F

F ist erfiillbar, falls es mindestens ein Modell fiir F gibt.

Zwei priadikatenlogische Formeln F und G sind #dquivalent,
falls fiir alle sowohl zu F als auch zu G passende Strukturen A gilt:

A(F) = A(G)

Wie kann ich zeigen, dass eine Formel F giiltig ist? Wie
kann ich zeigen, dass zwei Formeln F und G semantisch
dquivalent sind?
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1.

Pridikate durch Aussagen ersetzen
F = (Q(a) vV =R(f(b),c)) A P(a,b)

Q(a) = A

R(f(b),c) < As

P(a7 b) — A3

. Gleichheitsregel

tl = tll/\tQ = té/\/\tn = t;?, — f(th"
tl = tll/\tg = t/Q/\ . ./\tn = t/n — P(tl, ..

ytn) = f(t1,- -

Lt )
ta) =Pt ..

)

Ersetzungsregel
Falls eine Formel F Teilformel von H ist und F' < G, dann
kann F in H durch G ersetzt werden:

H = (Q(a)V=R(f(b),c) ) A Pla,b)

F
H' = (R(f(b),c) = Q(a) ) A P(a,b)
G
Quantorenregeln

Negation von Quantoren:
Ve P(x) < Jx—P(x)
—3JxP(x) <« Yz—-P(x)

~Va(P(z) — Q) — Je(P() A~Q(x))
~32(P(2) A Q(2)) © Ve(P(z) — ~Q(x))

Vertauschen von gleichen Quantoren:
VaVyR(xz,y) < VyVyR(z,y)
3y R(z,y) < IyxR(z,y)

Hineinziehen von Quantoren:
Vz(P(x) A Q(x)) « YeP(x) AVzQ(zx)
Jx(P(z) V Q(x)) « JzP(z) V IzQ(x)

Nullquantifikation
Regeln gelten nur, falls x in A keine freie Variable ist.

VrA — A
JrxA— A
Vx(AV P(z)) < AV VzP(x)
Jzx(A A P(x)) < AATxP(x)

Finseitige Regeln:

VeP(x) — JzP(x)

JaVyR(x,y) — VydzR(x,y)

VaP(z) VVzQ(xz) — Vo (P(x) V Q(x))
Jx(P(z) A Q(x)) — FzP(z) A 3zQ(x)

6.6 Normalformen

Normalisierung

1.

Bereinigte Form
Keine Variablen, die frei und gebunden vorkommen.

. Pranexform

Alle Quantoren vor der Formeln, gegebenfalls umbenennen

Freie Variablen mit Existenzquantoren 3 binden, die an den
Anfang der Formel gestellt werden

4. Skolemform
Nur noch Allquantoren V, keine Existenzquantoren 3. Erset-
zen von jeder durch 3 gebundene Variable durch eine Funk-

tion f(y1,...,Yn), abhingig von den vorangehenden durch V
gebundenen Variablen y1, ..., y,, bzw. durch eine Konstante
c.

5. Matrix der Formel
(=Formel ohne Quantoren) in KNF umwandeln

6. Klauselmenge

zB. {{P(z,9)}, {P(y,2)}, {P(z,2)}}

Beispiel: Normalisierung
Gegeben:

~(Fy(P(z,y)) — 3x(Q(y, x))) V Vs(R(s,y))

Bereinigen: Gebundene Variablen umbenennen, so dass keine
Variable mehr gleichzeitig frei und gebunden vorkommt. [y / u,

x / vl
~(Fu(P(z,u)) — Fu(Q(y,v))) V Vs(R(s,y))
Prianexform: Die Quantoren kénnen an den Anfang der Formel

genommen werden (— muss iibersetzt werden). - werden nach
innen geschoben durch Austauschen von 3 mit V.

FuvoVs((P(z,u) A =Q(y,v)) V R(s,y))

Skolemform: Wir machen u zur Konstante (bzw. null-stelligen
Funktion).

Vova((P(z,¢) A=Q(y,v)) V R(s,y))

Bereinigte Form: Es gibt keine Variable, die in der Formel so-
wohl frei, als auch gebunden vorkommt. Hinter allen vorkommen-
den Quantoren stehen verschiedene Variablen.

F=vady(P(z, f(y) AVy(Q(r,y) V R(1))
| umbenennen
F = Vt3r(P(t, f(r)) AVy(Q(e,y) V R(x))

Eine Formel heisst in bereinigter Prianexform, falls sie die
folgende Bauart hat: Q1y1Q2y2 ... QuynF. Q; € {V,3} und y;
sind Variablen. In F kommt kein Quantor vor.

F=vi3r(P(t, f(r)) AVy(Q(z,y) V R(z))

| Nullquantifikation

F=vtvy3r(P(t, f(r) A (Q(x,y) V R(z))
Eine Formel heisst Skolemform, falls sie in bereinigter Prinex-
form ist und keine Existenzquantoren 3 enthélt.

F =vitvy3r(P(t, f(r) A (Q(z,y) V R(x))

1
F=vtvy(P(t, f(q(t)) A (Q(z,y) V R(x))

6.7 Unifikation

Methode zur Vereinheitlichung pridikatenlogischer Ausdriicke.
Beispiel: Unifikation

{h(9(X),Y,c),h(Y,g(b),c), h(Z, Z,U)}
sub = [X\b,Y'\g(b), Z\g(b), U\c]
sub heisst kleinster gemeinsamer Unifikator
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Mehrere Auftreten einer Variable:

- innerhalb einer Klausel: gleiche Substitution
- in verschiedenen Klauseln: eine davon umbenennen — verschie-
dene Substitutionen

Beispiel: Unifikation
F={P(z,a)},{=P(by)}} = VaVy(P(z,a) A ~P(b,y))
sub: [2\0] [y\a]

6.8 Resolution der Pradikatenlogik

1. Variablen umbenennen
Die Variablen sind so umzubenennen, dass keine in mehreren
Formeln vorkommt

2. Resolvieren
Durchzufithren wie eine normale Resolution, nur kann bei
jedem Schritt eine Subtitution zur Unifikation vorgenommen
werden.

7 Prolog

Term: Prolog’s single data type is the term. Terms are either
atoms, numbers, variables or compund terms.

Atom: Atoms can be regarded as a special case of compound
terms (of arity zero). Examples are: x, blue.

Numbers: In addition to floats and integers which are prescri-
bed by the Prolog ISO standard, many Prolog implementations
also provide rational numbers and unbounded integers.
Variable: A variable is a string of upper-case letters, lower-case
letters, digits and underscore characters that starts either with
an upper-case letter or with underscore. A single underscore (.)
means any term.

Compound terms: A compound term has a functor and a num-
ber of arguments, which are again terms. The number of argu-
ments is called the term’s arity. Examples for terms are f (a,b)
and p(x,y,2z). Some operators can be used in infix notation. For
example, the terms +(a,b) and =(X,Y) can also be written as a+b
and X=Y, respectively. Users can also declare arbitrary sequences
of symbols as new infix or postfix operators to allow for domain-
specific notations.

Rule: Head :- Body. is read “Head is true if Body is true“.
Facts: Clauses with empty bodies are called facts: “cat (tom) .,
which is equivalent to the rule “cat(tom) :- true.‘.

Query: “Is tom a cat?*“ can be written as “?- cat(tom).*
and, with the fact above, returns “Yes“.

“What things are cats?“

7- cat(X) .\\

7.1 Beispiel

Ein Arithmetik-Beispiel aus der Vorlesung.

add(a,X,X).

add(f(X),Y,f(Z)) :- add(X,Y,Z).
mult(a,X,a).

mult (£(X),Y,U) :- mult(X,Y,Z), add(Z,Y,U).
exp(X,a,f(a)).

exp(X,£(Y),V) :- exp(X,Y,Z), mult(Z,X,V).

Bedeutung

add(a,X,X) bedeutet, dass 0+x=x. Die Regel bedeutet: um (x
+ 1) + y zu erhalten, kann ich x 4+ y ausrechnen und noch eins
dazuzéhlen. a bedeutet also 0.

mult(a,X,a) bedeutet, dass 0*x=0. Die Regel bedeutet: um ((x
+ 1)*y) zu erhalten, kann ich x * y ausrechnen und noch y ad-
dieren.

Beispiel: 3*5=2*54+5=5*5+5+5

exp(X,a,f(a)) bedeutet, dass x hoch 0 immer 1 ergibt (den
Nachfolger von 0). Die Regel bedeutet: um zly + 1) zu erhal-
ten, muss ich x¥ ausrechnen und mit x multiplizieren.

Beispiel: 53 = 5% 52 =555 =5%5*5x%1
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